SEMINARIO DI ANALISI MATEMATICA 
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA DELL'UNIVERSITA' DI BOLOGNA 


E. LANCONELLI 


ALCUNI RISULTATI SUL PROBLEMA DI DIRICHLET ESTERNO 


PER EQUAZIONI DI POISSON SEMILINEARI 


3 MARZO 1988 


IX-3. 


Sunto. Esporremo alcuni risultati di Coffman-Marcus [CM] e di Benci- 


Cerami [BC] sull'esistenza di soluzioni positive del problema di Dirichlet 
“Au + Xu = f(u) ino 
(*) 


1 
e 
u H (9) 


” eg Falli | A } per È 
dove X>0, 2 è un dominio esterno di R°, n23, e fiR+Rè una funzione continua, 


opportuna, tale che f(u) = o(u) per u>o. 


$ 1. PRELIMINARI. ITERAZIONE MONOTONA. Chiamiamo dominio esterno di 


R" ogni aperto 2 di R" tale che R"\o è compatto. Supporremo sempre 
È n 
Oc int (R\2). 
In questo paragrafo, e nel successivo, supporremo inoltre 
2,0 
NEC con O<a<1. 


Sia r la soluzione fondamentale in R" dell'operatore -A+1. Allora, 


se N23, 
_he2 
n 2 
(1.1) ri) = pel Kn 211) 
2 
dove Kn 2 indica la funzione di Bessel modificata di ordine ni, In particolare 


pa all 
K-20%) |x| e , per |x|>t, 
(1.3) na 
13 
K,,-2 (x) = [x] , per |x|+o. 


Per ogni x€ 2 indichiamo ora con h, la soluzione del problema di Dirichlet 
(esterno) 
(-A+1)h = 0 ing 


h(y) = r(x-y) y€939, h(y) + 0 per ]|y]}>t 


2,0 


Allora hEC (2) NC 1oe 


(9) e 
h,(y) = O(r(x-y)) per |x-y]sto 


La funzione 


G(x,y) = P(x-y)-h,(y) , xy 2, x#y 


è la funzione di Green di 9. Se uecc(a), posto v = -Autu si ha 
(1.4) u(x) - [ cremviner. 
(o) 


Ovviamente OSGST e quindi 
n-l 


PE 
G(x,y) = O(|x-y|] e lx yÌ) per |x-y|+t®. 


Inoltre 


G(x,y)= pxey[ 7092) per |x-y]» 0, xea. 
Estendiamo ora G all'intero spazio R"xR" ponendo 
(1.5) G(x,y) = G(y,x) =0 per yéù 
Consideriamo lo spazio (di Banach) 


(1.6) Y= tuec(R",8)/ tim el*/2u(x) = 0} 
[ilo 


con la norma 


(1.7) duly= sup e'2 juto] 


n 
xeR 


Calcoli standard provano che l'operatore 


(1.8) (Gu) (x) n] sinaiutia 


R” 


applica Y in sé ed è compatto. Inoltre, per ogni uEY, 


ecu)e c°*1(g") e (Gu)(x) = 0 wxea. 


2,0 
loc 


(9). 


Inoltre, se UE Cor l8) allora GueC 


Consideriamo ora il problema di Dirichlet 


-A4u + u=g(x,u) ing 


IX- 5. 


IX-6. 

dove giR'xR + R è localmente a-hòlderiana in x e localmente lipschitziana 
in u, uniformemente in x. 

Inoltre 

g(x,y) = O(u) per u>0, uniformemente in x. 
Utilizzando l'operatore G definito in (1.6), il problema (1.9) si può trattare 
seguendo lo schema di iterazione monotona usato da Sattinger ([S]) nel caso 
di domini limitati. 

Una funzione é € c'(aact_(8) Y, 0Ko<1, è una sopra soluzione 
di (1.9) se risulta 


-A$ + $ = g(d) ino 


Analogamente, sostituendo = con s, si definisce la nozione di 


sottosoluzione di (1.9). 


Teorema 1.1. Se esistono, per il problema (1.9), una soprasolu- 


zione $ ed una sottosoluzione y tali che 


allora (1.9) ha una soluzione vect'“(R)0Y tale che 
y SUS òd 
Dimostrazione. Per ogni ue YA CIocl8) poniamo 


(Tv) (x) | G(x,y)g(y.u(y))dy 


R” 
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Supponiamo ora g(x,-)/. Allora, se 4 sus è, risulta 
(1.10) TysTvstTg in 9 
Infatti: 

(-4+1)(9) = g(x.6) ing, 620 su 39 

(-4+1)(Tu) = g(x,6) ino, Tu=0 su 99 
e quindi 

(-A+1)(9-Tu) = 0 in 9, (9-Tu) 20 su 99. 
D'altra parte, essendo è, Tue Y, 

(6-Tu)(x) + 0° per |xl++o 
Per il principio di massimo ne viene che @-Tu = 0 in a. Analogamente si prova 


che w-Tu s 0 ina. 


Definiamo ora una successione (vp) nel modo seguente: 


Dalla (1.10), per induzione, si ricava 


US “dino, k N. 


Vis “ 


Per le proprietà di compattezza di G è facile provare ora che (v.) converge in 


k) 


Y ad una funzione ve. 


Allora, da v = Te si ricava 


k+1 


(1.11) v(x) = J G(x,y)g(y.v(y))dy 


pl 


Questo implica v ec°*1(p") e, quindi, veci:%(k). Di conseguenza, ancora per la 


(1.11) 
(-A4+1) (x) = g(x,v(x)) ina , v=0 su 29. 


Questo prova il teorema nel caso di g crescente in u. In generale basta studia- 


re il problema 


(-A+1#L)v = (g(x,v)tL)v 


con L = supf / XEA, UFV, $ SUV Sd}. 
Osservazione. Se f(u) < g(x,u) s f(u), ogni soluzione positiva u 
del problema 
z ; n 
-Autu = f(u) in R 


(1.12) 
uEY 


è una soprasoluzione di (1.9). 
In linea di principio, per determinare sottosoluzioni di (1.9) si 
può procedere nel modo seguente. 


Supponiamo 


AC{xcR"/|x] > R} = 9g 
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€, per ogni meR, ms 0, consideriamo il problema 


-Autu = f(u) 


(1.13) 


Evidentemente ogni soluzione di (1.13) è una sottosoluzione di (1.9) se risulta 
us 0 su 99. 


Si può allora pensare che, se 
ancixeR" / R<|x|<R+s} 


e se $ è convenientemente piccolo, esistano delle costanti m < 0 tali che le 


(eventuali) soluzioni di (1.13) verificano la condizione us0 su 29. 


$ 2. SOLUZIONI POSITIVE IN DOMINI ESTERNI QUASI-SFERICI. In questo 


paragrafo esporremo i risultati di Coffman e Marcus [CM]. Sia 9 un dominio ester 


no di R", nz3, con 99€ gr O<a<1. Supponiamo che esistano R,6>0 tali che 
(2.1) dn C{R-6<|x|<R+g} 


Sia G la funzione di Green per 2, relativamente all'operatore -A+1, prolungata 
su R" x R" come nella (1.5). Indichiamo inoltre con 6, la corrispondente fun- 


zione di Green per 


sa n 
Ag = (x R"| xD RI 


Vogliamo determinare una soluzione positiva w del problema 
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(-4+1) w= f(w) in 2 
(2.2) 


w=0 su 99, WEY 
come punto fisso, non banale, dell'operatore G: 


(2.3) w(x) -J G(x,y)f(w(y))dy. 


R" 


Seguendo Coffman e Marcus ([CM]) poniamo 


(2.4) g = G-G, e v= w-u 


dove u è una soluzione positiva del problema radiale 


(-A+1)u = f(u) in 9 


(2.5) 


u= 0 in 39, ulx) +0 per |x|>te. 


Ipotesi standard su f, che preciseremo più avanti, garantiscono che (2.5) ha 
effettivamente soluzioni positive ue Y(Cfr. [EL]) con queste notazioni la (2.3) 


pu essere scritta nel modo seguente 


v(x) + u(x) = I g(x.y)f(w(y))dy + fatima 
pl FU 
Supponiamo ora 
(2.6) fecl(R,R) 


Allora 


(2.7) #(w(y)) = f(u(y)) + f'(u(y))v(y) + Mxv(x)) 


IX-11. 
dove 
2, 
(2.8) N(x,v(x)) = 0(v“(x)) per v+0, uniformemente su R". 


Pertanto 


v(x)+u(x) S| g(x,y)f(w(y))dy +f Gy(xy)(F(u(y)) + F'(u(y))v(y)+My,v(y)))dy 


R" R" 


e quindi, poichè 


u(x) - f contata, 


bas) 
3 


v(x) - fe» f'(u(y))v(y)dy = 


FU 


(2.9) 


= I) g(x,y)f(w(y))dy +f G (x3Y)My,v(y))dy 


R" R" 


Scriveremo (2.9) nel modo seguente 
(2.10) Tv = Sv. 


Ora, fissato e,}0 esiste 620 tale che (Cfr. (2.1) e (2.4)) 


2 
sup el! J lata, y) Le 19/2 dy s e; 
xeR" R" 


Allora, tenendo conto anche della (2.8), 


2 2 
Ss + $ 
Isv, < COWIZ + e) Il,) s COMI$ + e(1uly + IM y)) 


do nl 2 
e quindi, se |v| s o e e5 9 


Isvly s Col(1+[u]y + o) 
Y Y 
Fissato quindi e>0 esiste p>0 tale che 


(2.11) Isvl, sep se |vlso 


e se 8 (nella (2.1)) è convenientemente piccolo. 
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Supponiamo ora che l'operatore T sia invertibile. Ciò equivale a 


supporre che 


x= 1 non è un autovalore del problema 


(2.12) 


(-A+1)v = Af'(u)v in 9R 


(si noti che T = I+ operatore compatto). Allora (2.10) è equivalente alla se- 


guente 


(2.13) v=T" Sv 


Dalla (2.11), scegliendo e sufficientemente piccolo, si trae 


iris, sp sellyso 


Ma allora, poichè S è compatta (come si verifica facilmente), id ha un pun- 


to fisso v. Quindi v è soluzione di (2.13) e, di conseguenza, w = utv è solu- 


zione di (2.2). 


La positività di w segue poi da quella di v, scegliendo 


IX-13. 


la costante 6 in (2.1) convenientemente piccola. 
Il metodo ora illustrato fornisce una soluzione positiva di (2.2) 
se vale (2.12). Coffman e Marcus hanno provato, nel caso di n = 3 e di f ve- 


rificante oltre alla (2.6), le seguenti ipotesi: 


l+e 
f(0)=0 , f(t)>0 per t>0, f(t) = o(jt]| °) per t>0, 


tf'(t) = (1te,)f(t) per t> 0, > 0 


€ E 
2 


f si prolunga analiticamente sull'aperto 
(B) 
{zeC / Rez > -g_, nz! < o} , 0>0 opportuno 


+ 
il seguente risultato: esiste un insieme E, al più numerabile, ECR » tale che 


la condizione (2.12) è verificata per ogni RéE. 


$ 3. In questo paragrafo esporremo, molto succintamente, un risul- 
tato di Benci e Cerami [BC] relativo all'esistenza di soluzioni positive del 


problema 


-Au + XU = ujP"?u in 


po) 


(3.1) 


1 
ueH (9) 


dove 2 è un dominio esterno di R", n=3, e 2<p< su, In [BC] si ricercano solu- 


zioni di (3.1) come punti critici del funzionale 


IX-14. 
2 
1 (u) = 2 Jul 21 fuPa 
2 


dove 


ju? = il (|Du]? + ru )dx 
R" 


(in questo ultimo integrale, se ueHI (0), conveniamo di porre u(x) = 0 per 
xÉ 92). 

La difficoltà principale che si incontra affrontando (3.1) con 
tecniche variazionali, risiede nel fatto che il funzionale I non verifica la 
condizione di Palais-Smale ad ogni livello cerÈ, a causa della mancanza di 
compattezza dell'immersione di HE (0) în L,(9) el Ss . Benci e Cerami 
riescono tuttavia ad individuare dei livelli ceR ai quali I verifica la con 


dizione (PS), nel cono positivo di Hi(9): 


I(u )+c,u 20 
È m m 
(PS), > (u_) ha una sottosuccessione convergente fortemente 
Jar(u_)}>0 a 


Il procedimento è il seguente. Se poniamo 


M= mintlalfza ni), fupPax = 1} 
R" 


esiste una funzione vet (R") , v = 0, che realizza tale minimo (Cfr. [BL]). 


Una semplice applicazione del teorema di Lagrange-Ljusternik permette di ve- 
1/p-2 
M 


rificare che, posto u = v, allora 


IP°u 


(3.2) “Au + Au = |u 


Inoltre 
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iub id p that - 
* == - — = = = 
(3.3) I*(u)=3 Jul Lf lulPax = (3 - MAP am 


s 
ue) 


Sia ora cem 221 e sia (un) una successione in HI (a) tale che: UO e 
un) +c >» [dr(u I 0 per m+® 


Allora ([BC], Lemma 3.1) esiste una sottosuccessione di fun)» che indicheremo 


ancora con fun)» tale che 
k F ; 
Un(x) = 0%) + L ul xy) 


con KENU{0} indipendente da m, pit, © per mM» e: 


Gu in HA (0) 
Gi) 9 Lula Hi(R") 
(iii) ul°) = 0 è soluzione di (3.1) 


(iv) ul) = 0 è soluzione di 
(3.4) © + Xu = u|P=Zu in R" 
uel(p") 


(v) c = 1(ul°)) & p 1*(ul9)) 
j=1 


Ma ora ([MS] e [KK]) il problema (3.3) ha al più una soluzione ù = o, u# 0. Allora 


(3.5) ee tu) è vici), fa, 


IX-16. 
Ma, per la (3.3) 


I*(U) =M, se uf? 0 


Dalla (3.5) e dalla condizione 
M_<c < 2M 
p p 


si ricava k= 0 e 1(ul°)) # 0. In particolare ul9) # 0e (un) converge for- 
temente ad u(o). 
In [BC] viene poi provato che esiste, effettivamente, almeno un 


ce ]M ,2M [ tale che 
po P 
{ue H, (2)/I(u) =c} # D 
purchè diam (R"\q) < 6 , con $>0 opportuno. 
A questo punto, le usuali tecniche variazionali per la determinazio- 


ne di punti critici, consentono di provare, in modo standard, il seguente 


Teorema 3.1. Esiste 5>0 tale che, se diam(R"\o) < 8 allora il pro- 


blema (3.1) ha almeno una soluzione positiva. 
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